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Die Bausteine des Lebens sind Grundlage des theoretischen Konzeptes der
Stickersysteme, das im Buch ,,DNA-Computing. New Computing Paradigms.”
von G. Paun, G. Rozenberg und A. Salomaa ausfiihrlich untersucht wird. Die
dort durchgefiithrten Komplexitatsuntersuchungen zum Vergleich von Sticker-
systemen und Chomskygrammatiken sind jedoch unvollstandig.

In der vorliegenden Arbeit werden die genannten Untersuchungen auf Mehr-
kopfautomaten ausgedehnt und dadurch alle noch offenen Fragen zu Beziehun-
gen zwischen Stickersprachfamilien und Chomskysprachfamilien beantwortet.
Nebenbei werden dabei auch viele Fragen zu Beziehungen zwischen Stickersy-
stemen und Mehrkopfautomaten, zu Beziehungen der Stickersprachfamilien
untereinander und zu Abschlusseigenschaften der Stickersprachfamilien ge-
klart.

Diese Arbeit stellt gewissermaflen eine Ergénzung zu ,DNA-Computing. New
Computing Paradigms.“ dar und richtet sich hauptséchlich an Forscher, Do-
zenten und Studenten der Theoretischen Informatik und/oder Bioinformatik.
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Kapitel 1
Einleitung

In [Ad194] beschrieb L. M. Adleman ein Verfahren zur Losung des Hamiltonia
Path Problem (HPP) auf der Grundlage von DNA-Strangen. Dieses unter der
Bezeichnung Adleman’s Ezperiment bekannte Verfahren bildet die Grundlage
zu dem Konzept der Stickersysteme, das in [KPG98] unter dem Namen re-
gular sticker systems eingefiihrt wurde. Stickersysteme mit der Fahigkeit zur
Verlangerung auf der linken und rechten Seite wurden dagegen erstmals in
[FPRI8] mit der Bezeichnung bidirectional sticker systems erwéhnt. In [PRIS]
wurden diese beiden Konzepte unter der Bezeichnung sticker systems zusam-
mengefithrt. Die Definition der Stickersysteme aus [PR98| und ein Grofiteil
der Resultate und Beweise aus [KPG98], [FPR98] und [PR98] wurden an-
schliefend in [PRS98] zusammengefasst und ergénzt.

Stickersysteme stellen eine Moglichkeit zur theoretischen Untersuchung der
fiir die Sprach-, Berechenbarkeits- und Komplexitéitstheorie interessanten Ei-
genschaften und Fahigkeiten von DNA-Strangen dar. Da sich die Konstrukte
der Stickersysteme, die durchaus als Grammatiken angesehen werden konnen,
grundlegend von den Chomskygrammatiken unterscheiden, bediirfen sie einer
ausfiihrlicheren Analyse. In [KPG98], [FPR98|, [PRI8| und [PRS98] werden
bereits umfangreiche Untersuchungen zu Stickersystemen bzw. Stickerspra-
chen durchgefiithrt und viele Beziehungen zwischen den Stickersprachfamilien
untereinander und den Chomskysprachfamilien aufgedeckt.

Die vorliegende Arbeit ist eine aktualisierte Version der Diplomarbeit [Wei04]
und stellt gewissermafien eine Ergénzung zu [PRS98| dar.



KAPITEL 1. EINLEITUNG

Im Folgenden werden wir das in [PRS98] definierte Konzept der Stickersy-
steme geringfligig erweitern und einen Grofiteil der aus [PRS98| bekannten
Ergebnisse iiber Stickersysteme auf das erweiterte Konzept tibertragen. Au-
Berdem werden wir zeigen, dass die Komplementaritat p = {(z,z) : z € V}
ausreicht. Wir werden die Beziechungen REG € SSL(n), LIN € OSL(n) und
CF & ASL(n) (inkl. ASL(n) C CS) beweisen, und damit alle noch offe-
nen Fragen beziiglich den Beziehungen zwischen Stickersprachfamilien und
Chomskysprachfamilien beantworten. Dartiber hinaus werden wir belegen,
dass Stickersysteme durch Mehrkopfautomaten mit héchstens 4 Kopfen simu-
liert werden konnen. Wir werden untersuchen, in welchem Mafle eine Reduk-
tion der Anzahl der Kopfe durch Einschréankung der Stickersysteme moglich
ist. Als ,,Abfallprodukt® der in dieser Arbeit durchgefithrten Untersuchungen
beantworten wir fast alle Fragen zu Beziehungen der Stickersprachfamilien
untereinander und zu Abschlusseigenschaften der Stickersprachfamilien.

Neben dem Konzept der Stickersysteme werden in [PRS98] auch Watson-
Crick-Automaten, Insertion-Deletion-Systeme und verschiedene Formen von
Splicingsystemen vorgestellt (siehe [PRS98, Chapter 4, 5, 6, 7-11]). Alle diese
Konzepte besitzen ihren Ursprung auf dem Gebiet des DNA-Computing, las-
sen aber Aquivalenzen oder Ahnlichkeiten zu bereits bekannten , klassischen®
Konzepten erkennen. So handelt es sich bei Insertion-Deletion-Systemen im
Prinzip um Chomskygrammatiken G = (7, N, S, P) mit Produktionen der
Gestalt (S, w), (uv, vwov) und (vwov,wv) mit u,v,w € (T'U (N \ {S}))*. Au-
Berdem sind geméB [PRS98, Lemma 5.8] Watson-Crick-Automaten dquiva-
lent zu einfache (0.2)-Einwegmehrkopfautomaten. Es stellt sich zwangsléufig
die Frage, ob es zu Stickersystemen ebenfalls ein dquivalentes oder dhnliches
»klassisches” Konzept gibt. Diese Frage werden wir mit Anmerkung 5.2 be-
antworten.

Im néchsten Kapitel werden die fiir die nachfolgenden Kapitel notwendigen
Grundlagen geschaffen. Neben Definitionen und Vereinbarungen zu Stickersy-
stemen, Chomskygrammatiken und Mehrkopfautomaten werden auch einige
Basisresultate aufgefiihrt, auf die wir im weiteren Verlauf ofters zuriickgreifen
werden.

Im dritten Kapitel untersuchen wir die Beziehungen zwischen den Mehrkopf-
sprachfamilien und den Chomskysprachfamilien. Diese Analyse dient haupt-
sachlich der Vermeidung von Redundanzen in den darauf folgenden Kapiteln.

Den Untersuchungen zu Beziehungen der Stickersprachfamilien und Chomsky-
sprachfamilien zueinander widmen wir uns im vierten Kapitel. Neben bereits
bekannten Resultaten sind hier auch einige neue Ergebnisse zu finden, die
nicht nur aus der Erweiterung des klassischen Konzeptes der Stickersysteme
resultieren.
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Das fiinfte Kapitel widmet sich dem Zusammenhang zwischen Stickersyste-
men und Mehrkopfautomaten. Hier werden wir u.a. untersuchen, wie viele
Kopfe ein (einfacher) Mehrkopfautomat besitzen muss, um Stickersprachen
der verschiedenen Stickersprachfamilien akzeptieren zu kénnen.

Die Komplexitdatsuntersuchungen in Kapitel drei, vier und fiinf gliedern sich
jeweils in Obere Schranken, Untere Schranken, Optimalitdt der oberen Schran-
ken und Optimalitdt der unteren Schranken.

Kapitel sechs dient der Zusammenfassung dieser Arbeit hinsichtlich beant-
worteter und weiterhin offener Fragen. Auflerdem beschaftigen wir uns hier
abschlieend, auf der Grundlage der vorangehenden Untersuchungen, mit der
Frage nach dem Nutzen des Konzeptes der Stickersysteme fiir die Theoretische
Informatik.
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Kapitel 2
Grundlagen

In diesem Kapitel wollen wir uns mit den fir diese Arbeit notwendigen Defi-
nitionen und Vereinbarungen vertraut machen.

N ist die Menge der natturlichen Zahlen inklusive der 0. Die Menge aller Teil-
mengen einer Menge A bezeichnen wir mit P(A). Die leere Menge wird mit ()
bezeichnet.

Ein Alphabet ist eine nichtleere endliche Menge abstrakter Symbole. Die Ele-
mente eines Alphabets werden Buchstaben genannt. Es sei X ein Alphabet.
Ein Wort tiber X ist eine endliche geordnete Sequenz von Buchstaben aus
Y. X* ist die Menge aller Worter iiber dem Alphabet 3 inklusive dem leeren
Wort e. Es gelte X1 := ¥*\ {e}. Eine Sprache L iiber dem Alphabet ¥ ist eine
Teilmenge von Y>*. Das Komplement einer Sprache L wird mit L bezeichnet,
es gilt L« :={w € X" : w & L}. Seien k,i € Nund w = ajas...a; € X* ein

Wort, dann bezeichnet w! := ay,...asa; die Umkehrung, |w| := k die Linge
und w[i] := a; den i-ten Buchstaben von w fir 1 < i < k. Aulerdem gelte
wli] := e fur ¢ < 1 oder ¢ > k. Die Konkatenation zweier Worter v und v mit

w=aj...a; und v = by ...b,, ist definiert durch v-v :=a;...a;b;...b,,.

Es sei k € N. Dann ist ¥* das k-fache Kreuzprodukt einer beliebigen nichtlee-
ren Menge 3. Die Elemente von ¥ werden Vektoren genannt. Sei 1, X, ..., %},
eine endliche Folge beliebiger nichtleerer Mengen und sei x = (1, s, ..., x)) €
Y1 X Xg X ... X X, dann bezeichnet x[i] := x; die i-te Komponente von z fir
1 <<k,

Sei ¥ € N und X\ : A* — B ecine partielle Abbildung aus A* in B. Falls
keine abweichenden Vereinbarungen getroffen werden, ist die Fortsetzung A :
P(A)* — P(B) definiert durch

e X fir1<i<
A()(1”‘)(277“)(16) = {)\(xlax27-.-7l‘k): szX@ furl—z—k7 }

A1, X9, ..., x) ist definiert
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KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

Die Umkehrung A® und die Konkatenation A - B zweier Sprachen A und B
sind damit eindeutig definiert.

2.1 Stickersysteme

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit den fiir die Arbeit mit Stickersystemen
und Stickersprachen notwendigen Definitionen und Vereinbarungen vertraut
machen.

Es seien V' ein Alphabet und p C V x V eine symmetrische bindre Relation.
Dann sind (g) = {(z) tu,v E V*} die Menge aller Paare von Wortern!

aus V* und Hﬂp = {(“) € (“?) s ul = |vl, (uld], v]i]) € p} die Menge aller

v

Paare zueinander komplementdarer Worter aus V*. Fir (Z) € [g]p schreiben

wir m . Die Konkatenation (2) : (Zy’;) lautet (i;zé) Analog schreiben wir fir
], - [l aueh [Z70]

Die Menge der Dominos W,(V) ist definiert durch W,(V') :== S,(V)ULR,(V)

mit der Menge der einfachen Dominos S,(V') := (g), der Menge der einstran-

gigen Dominos O,(V) := {(%) € S,(V) :u=¢€ oder v =¢}, der Menge der
erweiterten Dominos E,(V) := S,(V)\ O,(V), der Menge der nicht-einfachen

Dominos LR,(V) := O,(V) x ([g}p\ {[ﬂp}) X O,(V) und der Menge der

vollstindigen Dominos WK (V) = {(5)} X ([g]p \ {[i]p}) x {(5)}. Das
Domino (i) identifizieren wir mit dem Symbol €. Folglich konnen wir das
Domino () [gﬂp(i) mit [i]p identifizieren.

Seien x € LR,(V) und y € S,(V'), so bezeichnen wir die einzelnen Komponen-
ten in der Regel mit x%, 2%, x%, 25, 2%, 25, t, ° fir o = <(f§), [itg}p, (ié)) und

y = (Z,t,) AuBerdem ist zo := [fﬁ]p das Mittelstiick, x; = (ﬁ) der linke und

2

T3 = (fg) der rechte Uberhang. Statt x = (x1, 2, 23) schreiben wir meistens

r = r17973. Die Worter y' und x! := 2! - 2f - 2§ bezeichnen wir als oberen
Strang. Analog heifien y® und z° := 2% - 24 - 2% unterer Strang. Die Buchstaben

der einzelnen Komponenten nennen wir Basen.

Die Struktur eines Dominos z ist definiert durch die Abbildung struct :
W,(V) — Wi ({t}), wobei struct(z) aus x hervorgeht, indem alle Basen
durch die Base ff ersetzt werden.

1 (5) ist somit lediglich eine andere Schreibweise fiir V* x V*.
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2.1. STICKERSYSTEME

Die Linge des Uberhangs eines Dominos ist wie folgt durch die Abbildung
d: W,(V) — N definiert:

d(l’) e max ‘xlﬂa |$li|7 ‘x%’v ’$g|} faHS S LR/O(V)a
T\ maz {|2f], |2°]} falls x € S,(V).

Seien z,y € W,(V), dann ist die Verklebung von z und y wie folgt durch die
Abbildung g, : W,(V) x W, (V) — W,(V) definiert:
(
m(m.mprMSMMxeL&umyeL&@m
T3 -Y1 = [Z]p’
m(@-m»uJ falls z € LR,(V),y € S,(V),

fp(T,y) = 4 vy y = [y], w,w € Oy (V),
w (mp : 952) x3 falls z € S,(V),y € LR,(V),
v = [0 O,V),
Ty falls x € S,(V),y € S,(V),
| undefiniert sonst.

Aufgrund der Assoziativitét von p, schreiben wir x -, y statt p,(x,y).

Ein Stickersystem ist ein Konstrukt
v=(V,p, A, D)

mit einem Alphabet V' einer symmetrischen binaren Relation p C V x V|
einer endlichen Menge A C LR,(V') und einer endlichen Menge D C W,(V') x
W,(V). Die Relation p wird Komplementaritit von V' genannt. Die Elemente
von A werden als Axiome und die Elemente von D als Regeln bezeichnet.

Seien x,y € W,(V), so schreiben wir x —, y falls es eine Regel (u,v) € D
gibt mit y = u -, x -, v. Aulerdem schreiben wir x —>,]j y fir o = xg —~ 21 —4
Ty = o+ =y ap =y mit k€ Nund x; € W, (V) fiir 0 <i <k baw. v —7 y
falls es ein solches k gibt und nennen dies eine Ableitung falls x € A bzw. eine
vollstindig Ableitung falls zusétzlich noch y € WK (V) gilt.

Es gelten C°(y) := A und C*(y) = {y e W,(V): Iz € C* (7)1 2 —, y}
mit k¥ € Nund k& > 1. C*(7) := U,y C*(7) ist die Menge der durch v
erzeugten Dominos, LM (vy) := C*(v) N WK (V') ist die von vy erzeugte Mole-
kilsprache und L(v) := {z' : x € LM (~)} ist die von v erzeugte Sprache.

Aufgrund der vorangehenden Definitionen gilt stets ¢ ¢ L(v) fiir beliebi-
ge Stickersysteme v = (V,p, A, D). Wir erweitern nun die Definition eines
Stickersystems, indem wir (Z) € A erlauben, wobei dieses Axiom niemals in
einer Ableitung verwendet werden darf. Es gilt ¢ € L(v) gdw. (i) e A.
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KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

Eine Regel (u,v) € D heifit erweitert falls mindestens eine der beiden Kom-
ponente ein erweitertes Dominos ist, einfach falls beide Komponenten einfa-
che Dominos sind, einstrdingig falls beide Komponenten einstrangige Dominos
sind, linksseitig falls gilt v = €, rechtsseitig falls gilt v = ¢ und einseitig
falls gilt u = ¢ oder v = . Eine Ableitung xyg —7 x) heilit dberhangbe-
schrankt durch d € N falls gilt d(z;) < d fur 0 < ¢ < k. Ein Stickersystem
v = (V,p, A, D) heiBt erweitert falls es in D mindestens eine erweiterte Regel
gibt, einfach falls alle Regeln in D einfach sind, einseitig falls alle Regel in
D einseitig sind, reqular falls alle Regel in D rechtsseitig sind und dberhang-
beschrankt falls eine Konstante d € N existiert, so dass es fir jedes Domino
x € LM(7) eine durch d iiberhangbeschrankte Ableitung gibt.

Mit ASL(n) bezeichnen wir die Familie der durch Stickersysteme erzeug-
ten Sprachen. Die Einschrankung auf iiberhangbeschrankte Stickersysteme
kennzeichnen wir durch Ersetzen von n durch b. Den Ausschluss erweiter-
ter Stickersysteme kennzeichnen wir durch Voranstellen des Buchstabens c
fir klassisch. Einschrankungen auf einfache, einseitige, regulare, einfache und
einseitige bzw. einfache und regulare Stickersysteme kennzeichnen wir durch

Ersetzen von A durch S, O, R, SO bzw. SR.
Beobachtung 2.1.

XSL(cb) C XSL(cn), SRSL(z) C SOSL(x),
XSL(en) € XSL(n), SOSL(z) C SSL(z),
XSL(cb) C XSL(b), SSL(z) C ASL(z),

XSL(b) € XSL(n), SOSL(z) C OSL(z),

OSL(z) C ASL(x),
SRSL(z) C RSL(x),
RSL(z) € OSL(x)

Dabei sei X € {A,5,0,R,S0,SR} und x € {cb,b, cn,n}, wobei XSL(cy) in
diesem Zusammenhang fiir cXSL(y) steht.?

Lemma 2.2 (vgl. [PRS98, Lemma 5.8]). Fir jedes Stickersystemy = (V, p, A, D)
gibt es ein effektiv konstruierbares Stickersystem ~' = (V, p/, A, D") mit L(~y) =
L) und p) = {(x,x) : € V'}, das mit v in den hier definierten Figenschaf-
ten® der Regeln und Ableitungen tibereinstimmd.

Beweis. Der Beweis ist eine Ubertragung und Verallgemeinerung des Kom-
plementaritatslemmas fiir Watson-Crick-Automaten [PRS98, Lemma 5.8].

2Wir werden auch an anderen Stellen von dieser Notationsinderung gebrauch machen.
3Die Transformation von v zu 4 erhélt die Eigenschaften einfach, einseitig, regulér, iiberhangbeschrinkt,
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2.1. STICKERSYSTEME

Gegeben sei ein beliebiges Stickersystem v = (V, p, A, D).

Die Abbbildung A, : (“;) — P (( )) ist wie folgt definiert:

( (Z) falls a € Vb € V, (a,b) € p,
4 (‘;) fallsa € V. b = ¢,
Ap(@) = e falls a — 2, b — e,
(5) : (c,b) € p} fallsa=e,beV,
| undefiniert sonst.
Betrachten wir nun die Fortsetzung von A, auf O,(V') und [g ]p mit \,(u-v) :=
M) A0, . B(V) it 3, () = A () - A () ot LR,(1) i

M(x1z2w3) = A,(21) X Ap(x2) X Ay(x3) und auf Mengen von Dominos mit
Ao(M) = Upens A\p(w), dann ist die Transformation A, von Dominos struk-
turerhaltend, im oberen Strang werden keine Basenumbenennungen vorge-
nommen und eine Base o des unteren Stranges geht genau dann in eine Base
[ iber, falls # unter Respektierung der Komplementaritét p im oberen Strang
direkt iiber a stehen konnte bzw. falls es da bereits steht.

Sei ' = (V' p/, A", D) das Stickersystem mit,

Vo=V,

pi= {(x,z):x eV},

A = X, (A),

D' = U Aol (V).
(u,v)eD

Dann gilt L(v) = L(v/).

Man beweist dazu die Beziehung A,(u -, v) = A,(u) -y A,(v) fir beliebige
u,v € W,(V) und zeigt damit, dass die Transformation A, beziiglich der
Verklebungen -, und -, ein Homomorphismus ist. AnschlieBend zeigt man
mittels Induktion iiber k € N die Beziehung \,(C*(v)) = C*(v/) und somit
M(C*(y)) = C*('). Da A, strukturerhaltend ist und keine Basenumbenen-
nungen im oberen Strang vornimmt, folgt daraus L(vy) = L(v/). O

Falls wir im weiteren Verlauf bei der Definition eines Stickersystems die Kom-
plementaritatsrelation p weglassen, so meinen wir damit p := {(z,z) : x € V'}.
In diesem Zusammenhang schreiben wir dann auch [z] statt [ }p x -y statt
z -,y und W(V), S(V), OV), E(V), LR(V) statt W,(V), S,(V), O,(V),
EP(V)7 LRP(V)
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KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

Lemma 2.3 ([PRS98, Theorem 4.6]).

¢XSL(b) = ¢XSL(n). (X € {O, R, SO, SRY})

Beweis. Gemafl [PRS98, Theorem 4.6] ist jedes einseitige, nicht-erweiterte
Stickersystem tiberhangbeschrankt. Unter Hinzunahme der Definition der Sticker-
sprachfamilien folgen daraus cOSL(b) = cOSL(n), ¢cRSL(b) = cRSL(n),
cSOSL(b) = ¢SOSL(n), ¢SRSL(b) = ¢SRSL(n). Der Vollsténdigkeit halber

wollen wir den Beweis hier kurz skizzieren.

Sei v = (V, p, A, D) ein einseitiges Stickersystem und sei d € N die maximale
Lange der Uberhénge aller in den Axiomen oder Regeln vorkommenden Do-
minos, dann lésst sich jede vollstdndige Ableitung von v in eine dquivalente
durch die Konstante d iiberhangbeschrankte Ableitung transformieren.

Sei o eine vollstindige Ableitung mit 0.B.d.A. zuerst nur linksseitigen und
danach nur rechtsseitigen Regelanwendungen. Jede einfache Regel ist, da es
keine erweiterten Regeln gibt, einstridngig. Sei x das erste wihrend diese Ab-
leitung erzeugte Domino mit d(x) > d und s die zuletzt angewendete Regel.
Nach Definition von p, muss s einfach sein. Aulerdem konnen, solange die
Lange des Uberhangs nicht wieder auf < d verkleinert wurde, nur einfache
Regeln angewendet werden. Da o vollstandig ist, gibt es Regelanwendungen,
die die Lange des Uberhangs wieder verkleinern. Sei r die erste die Lange
des Uberhangs verkleinernde Regel. Man kann sich iiberzeugen, dass sich die
Anwendung der Regel r bis unmittelbar vor die Anwendung der Regel s ver-
lagern lasst, ohne dass dabei das Ergebnis der Ableitung verdndert oder die
Verklebbarkeit beeinflusst wird. Die Linge des Uberhangs wurde aber da-
durch verkleinert. Durch mehrfache Anwendung dieses Verfahrens lasst sich
die Ableitung ¢ in eine durch d iberhangbeschriankte Ableitung transformie-
ren. Dann ist v aber tiberhangbeschrankt. O

2.2 Chomskygrammatiken

In diesem Abschnitt wollen wir kurz einige Definitionen, Vereinbarungen und
Basisresultate zu Chomskygrammatiken wiederholen.

Eine Chomskygrammatik ist ein Konstrukt
G=(T,N,S,P)

mit zwei disjunkten Alphabeten 7" und N, einem Symbol S € N und einer
endlichen Menge P C VT x V* T ist die Menge der Terminalsymbole, N
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2.3. MEHRKOPFAUTOMATEN

die Menge der Nichtterminalsymbole, V := N UT das Arbeitsalphabet, S das
Startsymbol und P ist die Menge der Produktionen.

Seien x,y € V*, so schreiben wir z —¢ y falls es eine Regel (u,v) € P gibt
mit z =7r-u-sund y =r-v-s fir geeignete r,s € V*. Aulerdem schreiben
Wirxﬁgyﬁirx:mo%gxl —a Ty —¢ - —¢ T =y mit £ € N und
x; € V*fir 0 < i < k bzw. z —{, y falls es ein solches k gibt und nennen
dies eine Ableitung falls x = S bzw. eine vollstindig Ableitung falls zuséatzlich
noch y € T gilt.

Es gelten C°(G) := {S} und C*(G) = {y e V*: 3z € C*" 1(G) : v —¢ y}
mit k € Nund k > 1. C*(G) := U,y CF(G) ist die Menge der durch G
erzeugten Worter und L(G) := C*(G) NT* ist die von G erzeugte Sprache.

Eine Chomskygrammatik G = (T, N, S, P) heifit requldir falls gilt P C N X
(TTU(T*- N)), linear falls gilt P C Nx (T U (T*- N -T%)), kontextfrei falls
gilt P C N x V* und nicht-verkirzend falls fir alle (u,v) € P gilt |u| < |v|.
Auflerdem lassen wir fiir alle hier definierten Chomskygrammatiken auch die
Regel (S,¢) € P zu.

Analog zu [WW86, Section 4.1.1] bezeichnen wir mit CS, CF, LIN, REG
die Familien der durch nicht-verkiirzende bzw. kontextsensitive*, kontextfreie,
lineare und regulire Chomskygrammatiken erzeugten Sprachen.

Beobachtung 2.4.
REG C LIN C CF C CS.

Lemma 2.5 ([WW86, Theorem 4.6]).

REG Cc LIN Cc CF C CS.

2.3 Mehrkopfautomaten

Analog zu den beiden vorangehenden Abschnitten, wollen wir nun das Kon-
zept der Mehrkopfautomaten einfiihren bzw. wiederholen.

Seien k € N, K := {1,...,k} und x,y € N* dann ist y die Kompression von
x, wir schreiben y = comp(x), falls folgende Bedingungen erfillt sind:

(1) Vi,j € K :zli] < zlj] <= yli] <ylj,

(2) Vie K,y[i| #0:3j € K :y[j] = y[i] — 1.

4GemiB [WW86, Theorem 4.2] sind die durch nicht-verkiirzende bzw. kontextsensitive Grammatiken er-
zeugte Sprachfamilien identisch.
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KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

Auflerdem ist fir £ € N die Menge aller k-Kompressionen definiert durch
COMPy, := {comp(z) : v € NF}.

Ein Mehrkopfautomat ist ein Konstrukt
A=(X,Zs,FT)

mit einem Alphabet X, einer endlichen Menge Z, einem Symbol s € Z,
einer endlichen Menge F C Z und einer endlichen Menge T C Z x V¥ x
COMPy x Z x M* mit V := X U{e}, M := {-1,0,4+1} und k € N. X ist
das Fingabealphabet, V' das Arbeitsalphabet, Z die Menge der Zustdnde, s der
Startzustand, F' die Menge der Finalzustinde, T'" die Menge der Transitionen
und £ die Anzahl der Kdpfe. Einen Mehrkopfautomaten mit k& Képfen nennen
wir auch k-Mehrkopfautomat.

C(A) := X*x ZxN¥ ist die Menge der Konfigurationen® von A. Eine Konfigu-
ration z € C(A) heifit initial falls x € C;(A) :== X* x {s} x {(1,...,1)} bzw.
final falls x € Cp(A) == X* x F x N*. Seien z,y € C(A) mit z = (w, 2, hy)

und y = (w, 2y, hy), so schreiben wir x k4 y und nennen y eine Nachfol-
gekonfiguration von z falls es eine Transition® ¢t = (z,7,¢ q,m) € T gibt

—

mit z, = z, Vi € K : why|i]] = fi], comp(h,) = & 2y = ¢, Vi € K :
hyli] = min{|w| + 1, maz{0, hy[i] + m[i]}}. AuBerdem schreiben wir Y%y
firx =290 by 21 Fg a0 by - Fqg 2y =y mit u € Nund z; € C(A) fir
0 <i <k bzw. x % y falls es ein solches u gibt und nennen dies einen Lauf
falls x initial bzw. einen erfolgreichen Lauf falls zusatzlich noch y final ist.

Es gelten C°(A) := C;(A) und C*(A) == {y € C(A) : 3o € C*Y(A) : 2 F4
y} mit k € Nund k > 1. C*(A) := Uy C*(A) ist die Menge der von A
erreichbaren Konfigurationen, C3(A) := C*(A)NCy(A) ist die Menge der von
A erreichbaren Finalkonfigurationen und L(A) := {c[1] : ¢ € C}(A)} ist die
von A akzeptierte Sprache.

Ein k-Mehrkopfautomat A = (X, Z, s, F, T) heiit einfach falls fir alle Tran-
sitionen (z,,¢,q,m) € T und fir alle ¥ € COMPy, gilt (z,0,7,q,m) € T,
die relative Kopfpositionserkennung also nicht benotigt wird. Zur Vereinfa-
chung lassen wir in diesem Fall die Komponente ¢ bzw. ¥ weg und schreiben
(z,0,q,m) €T.

Ein Einwegmehrkopfautomat ist ein Mehrkopfautomat mit s + ¢t Kopfen fiir
beliebige s,t € N, der seine s + t Kopfe gemeinsam an einer Position p posi-

Eine Konfiguration ist gekennzeichnet durch die momentan zu bearbeitende Eingabe (Eingabewort), den
aktuelle Zustand und die Positionen der k£ Kopfe.

6Eine Transition dient der Beschreibung von Zustandswechsel und Kopfpositionsinderungen. Ein Mehr-
kopfautomat wechselt in einen Zustand ¢ und dndert die Kopfpositionen entsprechend m falls er sich in einem
Zustand z befindet, an den aktuellen Positionen der Kopfe die Buchstaben v gelesen werden und die Kopfe
die durch ¢ beschriebenen relativen Positionen zueinander haben. Das Eingabewort w kann nicht verdndert
werden und die Képfe kénnen sich nicht iiber die Randmarkierung ¢ hinaus bewegen.
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2.3. MEHRKOPFAUTOMATEN

tioniert und anschlieflend Kopf 1 bis s nach links (m[i] € {—1,0}) und Kopf
s+ 1 bis s + t nach rechts (m[i] € {0,4+1}) bewegt. Sei w das Eingabewort,
dann gelte p =1 fiir w = ¢, p =1 fiir s = 0 und p = |w| fiir t = 0, ansonsten
sei p beliebig aus dem Intervall [1, |w|]. Wir nennen einen solchen Automaten
mit s nach links laufenden Kopfen und ¢ nach rechts laufenden Képfen auch
(s.t)-Einwegmehrkopfautomat.

Mit AHL;, bezeichnen wir die Familie der durch k-Mehrkopfautomaten akzep-
tierten Sprachen. Die Einschrankung auf einfache Mehrkopfautomaten kenn-
zeichnen wir durch Ersetzen von A durch S. Fiir s,t € N bezeichnen wir mit
OHL,; die Familie der durch (s.t)-Einwegmehrkopfautomaten akzeptierten
Sprachen. Die Einschrénkung auf einfache Einwegmehrkopfautomaten kenn-
zeichnen wir durch Voranstellung des Buchstabens S. Durch Vereinigung tiber
k, s oder t erhalten wir die Mehrkopfsprachfamilien AHL,, SHL,, OHLj.,,
SOHL,., OHL,,, SOHL,,, OHL, ., und SOHL,..”

Anmerkung 2.6. Das hier eingefiihrte Konzept der Mehrkopfautomaten mit
relativer Kopfpositionserkennung ist aquivalent zu dem bereits bekannten Kon-
zept der Mehrkopfautomaten mit der Fahigkeit zur Erkennung des Zusammen-
treffens von Kdpfen (sensing, coincidence detection).

Beobachtung 2.7.

XHL, C XHLy. ;. SOHL,, C SHL,..,
XHIL;, € XHL,. SHL, C AHL,,
YHL,; € YHLg, 4, SOHL,; € OHLg,,
YHL,; C YHL, s, OHL,, C AHL,,,.
YHL,; € YHL, 4,

YHL,, C YHL,.,,

Dabei sei k € N; s,t € NU {x}; X € {4, S} und Y € {O, SO}. Aulerdem
gelte in diesem Zusammenhang * + = x + x = x fur x € NU {x}.

Lemma 2.8. YHLy; = YHL;y. (k € N, Y € {O,SO})

(Ohne Beweis. Die genannten Beziehungen kénnen als allgemein bekannt an-
genommen werden. Der Beweis erfolgt durch Riickwértssimulation.)

Auf der Grundlage von Lemma 2.8 definieren wir YHL, := YHL,, fir Y €
{0,850} und t € NU {x}.

"Die Sprachfamilie SHLj, wird in [WW86] mit 2:k—NFA (oder 2—NFA fiir k = 1) bezeichnet. SHL,
entspricht der Sprachfamilie 2:multi— NFA. Analog ersetze man SOHLy durch 1:k—NFA (bzw. 1—NFA fir
k =1) und SOHL, durch 1:multi— NFA. Fiir [Mon80] ersetze man SHLj, durch NH (k) und fiir [YR78] SOHLy,
durch Ry.
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KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

Lemma 2.9 ([Mon80], [YR78]).
XHL;, C XHLy,; C XHL,. (ke N, X € {A,S,0,S50})

Beweis. Zum Beweis von SHL;, C SHL;,; und SOHL, C SOHLj,; sei auf
[Mon80] und [YR78] verwiesen. Der Beweis der Inklusionen AHL; C AHLj
und OHL, C OHLy; erfolgt analog.

Die Inklusion XHL;,; C XHL, folgt aus XHL;,; C XHLy,» C XHL,. O
Lemma 2.10 ([YR78, Introduction]). OHL3 < SOHL,.

Aus Lemma 2.10 folgt SOHL;, C OHL;, fur k > 3. Vermutlich gilt auch SHL;, C
AHLy, far k > 2 (und SOHL;, C OHLy fiir kK = 2). Mit einem zusétzlichen
Kopf lasst sich dieser Riickstand aber wieder aufholen.

Satz 2.11. AHL, C SHL;. ;. (k‘ c N)

Beweis. Dieses Resultat kann als allgemein bekannt angenommen werden.
Der Vollstandigkeit halber geben wir hier einen Beweis an.

Sei A = (X, Z,s, F,T) ein k-Mehrkopfautomat, dann arbeitet der einfache
(k + 1)-Mehrkopfautomat B = (X, Z’,s', F', T") wie folgt:

B besitzt einen realen und k virtuelle Kopfe.® Kopf k + 1 realisiert den realen
Kopf. Die Képfe 1 bis k realisieren Zéhler fir den Bereich —(Jw|+1), ..., +(|Jw|+
1) mit w als Eingabewort. [Der Betrag wird durch die Kopfposition kodiert.
Das Vorzeichen wird im Zustand gemerkt.] Diese k Zéhlerstdnde geben stets
die relativen Positionen der virtuellen Koépfe 1 bis £ zu dem realen Kopf an.
Hat zum Beispiel der Zahler 3 den Wert —7, so befindet sich der virtuelle
Kopf 3 sieben Zeichen links von der aktuellen Position des realen Kopfes. Zu
jedem Zeitpunkt kann der Automat durch Lesen der linken Randmarkierung
e mit den Kopfen 1 bis k£ bzw. durch Auswerten der gemerkten Vorzeichenin-
formationen erkennen, ob sich der reale Kopf an der Position eines virtuellen
Kopfes befindet oder welche virtuellen Kopfe sich links bzw. rechts von der
aktuellen Position befinden. Auflerdem ist er in der Lage, die Kopfpositionsin-
formationen fiir beliebige (giiltige) Bewegungen des realen oder der virtuellen
Kopfe korrekt zu pflegen.

Initialisierung
Der reale Kopf und die k virtuellen Képfe befinden sich an der absoluten

Position 1. (Kopf 1 bis k befinden sich an Position 0, Kopf £+ 1 an Posi-
tion 1.) Der gemerkte Zustand des Automaten A ist der Startzustand s.

8Die Idee der realen und virtuellen Képfe stammt aus [WW86, Theorem 13.2(5,space)].
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2.3. MEHRKOPFAUTOMATEN

Am Ende dieser Phase wird in die Akzeptierungsphase gewechselt falls
der reale Kopf das Symbol ¢ liest und s € F' gilt. Ansonsten wird in die
Simulationsphase gewechselt.

Simulation

Ein Schritt des Automaten A wird durch B simuliert, indem sich der rea-
le Kopf einmal durch das komplette Eingabewort bewegt. Dadurch lauft
der reale Kopf genau einmal iiber jede Position der virtuellen Kopfe und
sammelt dabei sowohl die Buchstaben an den entsprechenden Positionen
als auch Informationen iiber die relativen Positionen der virtuellen Kop-
fe zueinander ein. Auf der Grundlage dieser Informationen, zusammen
mit dem zuletzt gemerkten Zustand, wird nun eine passende Transition
von A gewahlt. Entsprechend dieser Transition werden die Positionen
der virtuellen Kopfe angepasst und der neue Zustand gemerkt. Anschlie-
Bend wird der reale Kopf wieder an der absoluten Position 1 positioniert.
Am Ende dieser Phase wird in die Akzeptierungsphase oder wieder an
den Anfang der Simulationsphase gewechselt.

Akzeptierung

Die Eingabe wird akzeptiert, wenn der gemerkte Zustand aus der Menge
F ist.

Es sei A : C(B) — C(A) eine Funktion, die aus einer Konfiguration des Au-
tomaten B eine Konfiguration des Automaten A berechnet. Dazu werden das
Eingabewort und der gemerkte Zustand extrahiert und die absoluten Kopfpo-
sitionen der k virtuellen Kopfe aus dem Zustand und den Kopfpositionen der
k + 1 Kopfe errechnet. Man beweist nun mittels Induktion iiber die Anzahl
der Laufschritte die Beziehung A(C*(B)) = C*(.A) und zeigt damit, dass jeder
Lauf des Automaten A durch den Automaten B simuliert werden kann und
andererseits jeder Lauf des Automaten B die Simulation eines Laufes des Au-
tomaten A darstellt. Unter Einbeziehung der Akzeptierungsbedingung folgt
daraus die Beziehung L(B) = L(A). O

23



24

KAPITEL 2. GRUNDLAGEN



Kapitel 3

Mehrkopfautomaten und
Chomskygrammatiken

In den nachfolgenden Kapiteln untersuchen wir die Beziehungen zwischen
Stickersystemen und Chomskygrammatiken bzw. Stickersystemen und Mehr-
kopfautomaten. Zuvor ist es aber notig, einige Beziehungen zwischen Mehr-
kopfautomaten und Chomskygrammatiken zu wiederholen.

Tabelle 3.1 auf Seite 30 gibt einen Uberblick iiber die zwischen den Mehr-
kopfsprachfamilien und den Chomskysprachfamilien geltenden Beziehungen
auf der Grundlage von Abschnitt 2.2, 2.3 und 3.x. Vermutlich gilt zusétzlich
die Beziehung CF € AHL,. Damit konnte in der Ubersicht jedes Vorkommen
von ¢ durch &, 2 ersetzt werden.

Ein moglicher Kandidat fiir eine Sprache L mit L € CF und L € AHL, ist
die zweiklammerige Dycksprache Dy := L(G) mit G = ({[,], <, >},{S}, S, P)
und den Produktionen (5, [S]), (S, <S>), (S,55) und (S, ¢). Ein Beweis die-
ser Vermutung steht jedoch noch aus.

3.1 Obere Schranken

In diesem Abschnitt wiederholen bzw. folgern wir die Inklusionen AHL; C
REG, SOHL; ; € LIN und AHL, C CS und geben somit obere Schranken
fiir die Komplexitat ausgewahlter Mehrkopfsprachfamilien an.

Lemma 3.1. AHL, C REG.

(Ohne Beweis. Wegen COMP; = {(0)} gilt AHL, C SHL;. Die Inklusion
SHL; C REG ist allgemein bekannt.)
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Lemma 3.2 (vgl. Lemma 3.5). OHL; ; C LIN.

(Ohne Beweis. Die genannte Inklusion kann als allgemein bekannt angenom-
men werden. Der Beweis ist im Prinzip eine Umkehrung des Beweises von
Lemma 3.5.)

Lemma 3.3 (Satz 2.11 + (WW86]). AHL, C CS.

Beweis. Es gilt AHL, C SHL, = NL C NLINSPACE = (CS geméfl Satz
2.11, [WW86, Theorem 13.2(8,space)], [WW86, Section 22.3]' und [WWS6,
Theorem 12.15]. O

3.2 Untere Schranken

In diesem Abschnitt wiederholen bzw. zeigen wir die Inklusionen REG C
SOHL; und LIN C SOHL; ; und geben somit untere Schranken fiir die Kom-
plexitat ausgewahlter Mehrkopfsprachfamilien an.

Lemma 3.4. REG C SOHL;.

(Ohne Beweis. Das Resultat ist allgemein bekannt.)

Lemma 3.5. LIN C SOHL, ;.

Beweis. Dieses Resultat kann als allgemein bekannt angenommen werden.
Der Vollstandigkeit halber skizzieren wir hier kurz einen entsprechenden Be-
welis.

Essei G = (N, T, S, P) eine lineare Chomskygrammatik mit 0.B.d.A. nur Re-
geln der Gestalt Nx(T- N -T), Nx(T-N), Nx(N-T), NxT und {(S,¢)}.

'Wir werden auf die beiden Sprachfamilien NL und NLINSPACE in dieser Arbeit nicht genauer einge-
hen, da wir diese nur hier kurz benétigen. Es handelt sich hierbei um die Familien von Sprachen, die von
Turingmaschinen mit einem Zwei-Weg-Eingabeband und einem logarithmisch bzw. linear platzbeschrankten
Arbeitsband akzeptiert werden konnen.
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Dann sei A = (T, Z, 59, F, R) der einfache (1.1)-Einwegmehrkopfautomat mit?

Z = NU/{sg,s1, f} mit sg,s1, f € N,
Fo=Af]

o () o)

)
) 33X, u) eP;XeN;ueT}
)
)

1
(“)X( ) :H(X,qu)eP;X,YEN;u,UET}
v +1
1
U Y(“)X( ) :H(X,uY)EP;X,YEN;u,UeT}
v
u (Y (“)X( 1)) :H(X,YU)EP;X,YEN;u,vET}
v

(). <8§ 2

Man kann aus jedem erfolgreichen Lauf von A eine aquivalente vollstandige
Ableitung von G extrahieren. Auflerdem kann man aus jeder vollstandigen

Ableitung von G einen aquivalenten erfolgreichen Lauf von A konstruieren.
Daraus folgt L(A) = L(G) und somit LIN C SOHL; ;. O

3.3 Optimalitat der oberen Schranken

In diesem Abschnitt wiederholen wir die Beziehung SOHL, ¢ CF und be-
legen somit fiir fast alle Mehrkopfsprachfamilien die Optimalitat der oberen
Schranke CS.

Lemma 3.6. SOHL, ¢ CF.

Beweis. Dieses Resultat ist allgemein bekannt. Der Vollstandigkeit halber
skizzieren wir hier kurz einen entsprechenden Beweis.

2Hinweis: (i;) steht hier fiir den Vektor (x1,x2) und nicht fiir ein einfaches Domino.
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Es sei A = (X, Z,2,,{f},T) der einfache (0.2)-Einwegmehrkopfautomat mit

X = {a,b,c},
Z = {Zaazbyzcuf}7

r {0 0) G0 (0)))
A ()= () (o (z>7 ()}
o) () (=
A=)+ 6)}

Es sei Ly := {a"b"c" : n € N}. Zu jedem Wort w € Ly, lasst sich ein pas-
sender erfolgreicher Lauf von A angeben. Man kann auflerdem zeigen, dass
jeder erfolgreiche Lauf von A ein Lauf auf einem Wort w € L. ist. Somit gilt
L(A) = Lgp.. Man kann sich leicht mittels des Pumpinglemmas fiir kontext-
freie Sprachen (sieche [HU79, Lemma 6.1]) iberzeugen, dass gilt La. ¢ CF.
Wegen L(A) € SOHL, gilt somit SOHL, < CF. O

Q

3.4 Optimalitat der unteren Schranken

In diesem Abschnitt wiederholen bzw. zeigen wir die Beziehungen LIN ¢
OHL, und CF ¢ OHL, , und belegen somit fiir ausgewahlte Mehrkopfsprach-
familien, dass die angegebenen unteren Schranken optimal sind.

Lemma 3.7 ([WW86, Theorem 13.5(3)]). LIN ¢ OHL,.

Beweis. Es gilt S; == {w € {a,b}* : w = wf} € LIN. Gemal [WWS6,
Theorem 13.5] gilt S; ¢ SOHL,. Der Beweis der Beziehung S; ¢ OHL, erfolgt
analog. a

Lemma 3.8 (vgl. Lemma 3.7). CF € OHL, ..
Beweis. Es gilt Sy (= 51 - 51 = {v-w c{a, b} v =0 w= wR} e CF.
Analog zu S7 ¢ OHL, geméafl Lemma 3.7 gilt Sy & OHL, .. Dabei wird haupt-

sachlich ausgenutzt, dass sich bei jedem Lauf auf einem Wort v - w eines der
beiden Teilworter v und w vollsténdig auf einer Seite befindet. O

Lemma 3.9. SHL, ¢ OHL, .
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Beweis. Dieses Resultat kann unter Verwendung von Lemma 3.8 als allgemein
bekannt angenommen werden. Der Vollstandigkeit halber skizzieren wir hier
kurz einen entsprechenden Beweis.

Es sei A= (X, Z, 2,,{f},T) der einfache 2-Mehrkopfautomat mit

X = {a,b},
/= {Za,Zb,207zd7f}7

= () (2)) e

o {( () (o)) v

o {5 (0) = (1)) e
G )= () e

o ()= () e

o {(= ()= (5)) e v

o (e (0) 5 (7)) e x)

o G (0) (o) e

A 0) 00 6))

Es sei S5 := {v-w € {a,b}* : v =0F, w=w"}. Zu jedem Wort w € S, lasst
sich ein passender erfolgreicher Lauf von A angeben. Man kann auflerdem
zeigen, dass jeder erfolgreiche Lauf von A ein Lauf auf einem Wort w € S
ist. Somit gilt Sy = L(A) € SHL,. Unter Hinzunahme von Sy & OHL, . geméaf
Lemma 3.8 folgt SHL, € OHL, .. O
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REG LIN CF CS
3

AHL,
AHL,
AHL,
SHL,
SHL,
SHL;
OHL, .
OHLU*
OHLy 2
OHL;
OHLy
SOHL, .
SOHL, ,
SOHLy »
SOHL;
SOHL, ;

ARISSISITARINRIN

NI IR
SRR

NNz

NI IR
ASENEIN!

rguuuintuyuuuUyulluyuuUlluu

ANANANARALANARANANAIANANAIANA

C -

Tabelle 3.1: Beziehungen zwischen Mehrkopfsprachfamilien und Chomsky-
sprachfamilien

3Dieser Eintrag steht fiir AHL, C CS.
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Kapitel 4

Stickersysteme und
Chomskygrammatiken

Die Fahigkeiten der Stickersysteme lassen sich am besten durch Vergleiche
der Stickersprachfamilien untereinander und mit anderen Sprachfamilien be-
urteilen. Da es sich bei Stickersystemen um eine spezielle Form von Gram-
matiken handelt, werden in anderen Arbeiten vorrangig die Beziehungen von
cASL(n), cASL(b), cSSL(n), cSSL(b), cOSL(n), cOSL(b), cRSL(n), cRSL(b),
cSOSL(n), cSOSL(b), cSRSL(n), cSRSL(b) untereinander und mit den Choms
kysprachfamilien CS, CF, LIN und REG untersucht. In diesem Kapitel wollen
wir neben der Wiederholung bereits bekannter Ergebnisse unseren Beitrag zu
diesen Untersuchungen leisten.

Tabelle 4.1 auf Seite 41 gibt einen Uberblick iiber die zwischen den Sticker-
sprachfamilien und den Chomskysprachfamilien geltenden Beziehungen.

Die Tabellen 4.2, 4.3, 4.4 und 4.5 auf Seite 42ff geben einen Uberblick iiber
die zwischen den Stickersprachfamilien untereinander geltenden Beziehungen.
Vermutlich gelten zusétzlich die Beziehungen SRSL(b)  ¢SSL(n), SRSL(n) &
cASL(n) und SOSL(n) € RSL(n). Dadurch kénnte in der Ubersicht jedes
Vorkommen von C durch C und jedes Vorkommen von 2 durch ¢, 2 ersetzt
werden. Ein Beweis dieser Vermutung steht jedoch noch aus.

Tabelle 4.6 auf Seite 46 gibt einen Uberblick iiber die Abschlusseigenschaften
der Stickersprachfamilien beziiglich Vereinigung, Durchschnitt, Komplement-
bildung, Umkehrung, Konkatenation und Schnitt mit regularen Chomsky-
sprachen. Diese Aussagen sind lediglich Nebenprodukte der in diesem Kapitel
durchgefiithrten Untersuchungen und daher unvollstandig.

Die Tabellen 4.1, 4.2, 4.3 und 4.6 basieren auf Abschnitt 2.1, 2.2, 4.x und
den Abschlusseigenschaften der Chomskysprachfamilien (siehe z.B. [PRS98,
Table 3.1]).
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4.1 Obere Schranken

In diesem Abschnitt wiederholen bzw. zeigen wir die Inklusionen OSL(b) C
REG, ASL(b) C LIN und ASL(n) C CS und geben somit obere Schranken
fir die Komplexitat ausgewahlter Stickersprachfamilien an.

Lemma 4.1 ([PRS98, Theorem 4.1]). OSL(b) C REG.

Beweis. Zum Beweis von cOSL(b) C REG sei auf [PRS98, Theorem 4.1]
verwiesen. Der Beweis kann ohne jegliche Modifikation auf OSL(b) C REG
iibertragen werden. O

Lemma 4.2 ([PRS98, Theorem 4.3]). ASL(b) C LIN.

Beweis. Zum Beweis von cASL(b) C LIN sei auf [PRS98, Theorem 4.3] ver-
wiesen. Der Beweis kann ohne jegliche Modifikation auf ASL(b) C LIN {iber-
tragen werden. O

Anmerkung 4.3 ([PRS98, Lemma 4.3]). Da Stickersysteme keinerlei Lo-
schoperationen besitzen, also einmal erzeugte Basen mnicht wieder entfernt
werden kénnen, ist es laut [PRS98, Lemma 4.3] leicht zu zeigen, dass sich
Stickersysteme (ohne erweitere Regeln) durch kontextsensitive Chomskygram-

matiken simulieren lassen. Somit gilt cASL(n) C CS und offensichtlich auch
ASL(n) C CS.

Korollar 4.4. ASL(n) C CS.

Beweis. Es gelten die Inklusionen ASL(n) C OHL, » C AHL, C AHL, C CS
geméf Satz 5.1, Beobachtung 2.7, Lemma 3.9, Lemma 2.9 und Lemma 3.3. O

Mit Korollar 4.4 haben wir eine offenen Fragen aus [PRS98], ndmlich die Frage
nach der Echtheit der Inklusion cASL(n) C C'S, beantwortet.

Als Folgerung aus der bekannten Beziehung ASL(n) C CS in Kombina-
tion mit Korollar 4.19 erhalten wir ebenfalls ASL(n) C CS. Demnach ist
Sy = {U cw € {a, b} v =0l w= wR} eine der vielen Sprachen, die zwar
eine Chomskysprache, aber keine Stickersprache ist.

4.2 Untere Schranken

In diesem Abschnitt wiederholen wir die Inklusionen REG C c¢RSL(b) und
LIN C cASL(b).
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Lemma 4.5 ([PRS98, Theorem 4.4]). REG C cRSL(b).
Lemma 4.6 ([PRS98, Theorem 4.5]). LIN C cASL(b).

Aus REG C c¢RSL(b) € OSL(b) C REG gemifl Lemma 4.5, Beobachtung
2.1 und Lemma 4.1 folgen cOSL(b) = OSL(b) = RSL(b) = cRSL(b). An
dieser Stelle wollen wir einen alternativen Beweis fiir ¢cOSL(b) = OSL(b)
(bzw. ¢cRSL(b) = RSL(b)) skizzieren, der nicht auf die genannten Lemmata
zuriickgreifen muss.

Beweis. Geméafi Beobachtung 2.1 gilt ¢OSL(b) C OSL(b). Somit geniigt es
OSL(b) C cOSL(b) zu zeigen: Sei v = (V, A, D) ein einseitiges, tiberhangbe-
schrinktes Stickersystem mit der Uberhangsliangenbeschrankung d € N und
sei o eine vollstandige Ableitung. Da ~y einseitig ist und somit der Aufbau der
linken und rechten Seite unabhéngig voneinander erfolgt, konnen wir 0.B.d.A.
annehmen, dass zuerst nur linksseitige und dannach nur rechtseitige Regeln
zum Einsatz kommen. Kommt in dieser Ableitung eine erweiterte Regel zum
Einsatz, so konnen die beiden Strange des erweiterten Dominos wegen der
Langenbeschrinkung des Uberhangs nur in beschrinktem Mafle gegeneinan-
der ,verschoben“ werden. Entscheidend dabei ist, dass es hochstens 2d + 1
verschiedene Moglichkeiten der gegenseitigen Verschiebung gibt, wobei die
Anfange der beiden Strange héchstens einen Abstand von d Basen zueinander
haben. Nach spatestens 2d — 1 Regelanwendungen tiberlappen sich die beiden
Strange. Wir fiigen v nun eine neue einseitige Regel hinzu, die entsprechend
der gerade gefiihrten Betrachtung aus der Verklebung bereits existierender
Regeln und, falls das noch moglich /nétig ist, mittels geeigneter Verschiebung
der beiden Strédnge und anschlieBender Umwandlung in eine nicht-einfache
Regel (der iiberlappende Teil bildet das Mittelstiick) entsteht. Offensichtlich
andert das Hinzufiigen dieser Regel die erzeugte Sprache nicht. Offensicht-
lich gibt es nur endlich viele solche neuen Regeln. Offensichtlich kann jede
vollstandige Ableitung durch Ersetzung von Regelsequenzen durch geeignete
neue Regeln in eine vollstandige Ableitung mit gleichem Ergebnis aber ohne
erweiterten Regeln transformiert werden. Somit konnen also alle erweiterten
Regeln aus v entfernt werden, ohne dass dies’ Auswirkungen auf die erzeugte
Sprache hatte. O

4.3 Optimalitat der oberen Schranken

In diesem Abschnitt wiederholen bzw. zeigen wir die Beziehungen ¢SSL(b) €
REG, ¢SSL(n) € CF und SRSL(n) £ CF.

Lemma 4.7. ¢SSL(b) € REG.
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Beweis. Dieses Resultat ist allgemein bekannt, in [PRS98] jedoch nicht aufge-
fithrt. Der Vollstandigkeit halber geben wir hier einen entsprechenden Beweis
an.

Es sei v = (V, A, D) das Stickersystem mit

V = {a,b},

A AL B L ] O
2= (O O)- (0 L)-(O-G)

Offensichtlich ist v ein einfaches Stickersystem ohne erweiterte Regeln. Es ist
zudem noch tiberhangbeschrankt, da der Aufbau des oberen Stranges unab-
héngig vom unteren Strang erfolgt und somit jede Ableitung durch Umsortie-
rung der Regelanwendungen in eine dquivalente Ableitung mit der Uberhangs-
langenbeschrankung d = 1 iiberfithrt werden kann. Somit gilt L(vy) € ¢SSL(b).

Es sei 1 := {w € {a,b}" : w =w"}. Zu jedem Wort w € S lisst sich eine
passende vollstandige Ableitung von v angeben. Man kann auflerdem zeigen,
dass jede vollstandige Ableitung von ~ eine Ableitung eines Wortes w € S ist.
Somit gilt L(y) = S;. Man kann sich relativ leicht mittels des Pumpinglemmas
fir regulare Sprachen (sieche [HU79, Lemma 3.1]) tiberzeugen, dass gilt S; &
REG. O

Lemma 4.8 ([PRS98, Theorem 4.2]). ¢SSL(n) € CF.

Beweis. Dieses Resultat gilt gemafi [PRS98, Theorem 4.2]. Der Vollstandig-
keit halber skizzieren wir hier kurz einen entsprechenden Beweis.

Es sei v = (V, A, D) das Stickersystem mit

V = H{a,b,c 2},

= AL
v = {0 ()-(G)0)-(O-6)-(O-O)F

Dann gilt geméf [PRS98, Theorem 4.2] L(y) € ¢SSL(n) \ CF.

Offensichtlich gilt L(y) € ¢SSL(n), da v ein einfaches Stickersystem ohne
erweiterte Regeln ist.
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Angenommen es galte L(vy) € CF. Da die Familie der kontextfreien Sprachen
unter Schnitt mit reguliren Sprachen abgeschlossen ist (siehe [HUT9, Satz
6.5]) und es sich bei Ly, := {a”20"? : m,n,p € N} offensichtlich um eine
regulire Sprache handelt, wire auch L := L(vy) N L. kontextfrei. Man kann
sich leicht iiberzeugen, dass gilt L = {a"2b"¢" : n € N}. Man kann sich
ebenfalls relativ leicht mittels des Pumpinglemmas fiir kontextfreie Sprachen
(siehe [HUT9, Lemma 6.1]) tiberzeugen, dass gilt L ¢ CF. Widerspruch. O

Lemma 4.9 (vgl. Lemma 4.8). SRSL(n) € CF.

Beweis. Es sei v = (V, A, D) das Stickersystem mit
V = {a,b,c 2},

= {1}
p={(0)-())-(0)()-(0)-)-(0)-C)}

a
Dann gilt analog zu Lemma 4.8 L(y) € SRSL(n) \ CF. Es sei dabei Ly =
{za™b"? : m,n,p € N}, O

4.4 Optimalitat der unteren Schranken

Wir kommen nun zum ersten Hauptteil der vorliegenden Arbeit. In diesem
Abschnitt beweisen wir die Bezichungen REG ¢ SSL(n), LIN < OSL(n),
CF € ASL(n) und ¢SOSL(b) £ SRSL(n) und beantworten damit drei offenen
Fragen aus [PRS98| beztiglich den Beziehungen zwischen REG und SSL(n),
CF und ASL(n) sowie SRSL(z) und SOSL(z) mit x € {cb, b, cn,n}.

Lemma 4.10 (vgl. Satz 4.12). REG < SSL(b).

Beweis. Sei L := {a}* U {b}, dann gilt offensichtlich L € REG.

Angenommen es gilte L € SSL(b). Dann gébe es ein einfaches, tiberhangbe-
schranktes Stickersystem v = (V, A, D) mit L(v) = L und der Uberhangslin-
genbeschrankung h € N.

Das Wort b bzw. das Domino [lb’] lasst sich nur durch ein Axiom erzeugen. Da
alle anderen erzeugbaren vollstandigen Dominos nur a’s enthalten, bestehen
die Regeln und alle anderen Axiome 0.B.d.A. nur aus a’s.

Damit eine Regel d auf ein Domino z anwendbar ist, miissen bestimmte
Struktur- und Komplementaritiatsbedingungen erfiillt sein. Da es nur einfa-
che Regeln gibt, existieren keine Strukturbedingungen. Da alle Regeln nur
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aus a’s bestehen und das einzige Axiom mit anderen Basen keine Uberhange
besitzt, existieren auch keine Komplementaritatsbedingungen. Somit ist stets
jede Regel anwendbar.

Da es beliebig lange Worter in L(7) gibt, A und D endlich sind und Dominos
nur eine endliche Anzahl an Basen besitzen, gibt es beliebig lange tiberhang-
beschrankte Ableitungen.

Betrachten wir nun eine iitberhangbeschrinkte Ableitung der Lange > (2h +
1)2 + 1. Jedes Domino dieser Ableitung besitzt eine durch h beschrinkten
Uberhangslinge. Diese Uberhange lassen sich aufgrund der Beschrinktheit
und der Tatsache, dass sie nur aus a’s bestehen, beschreiben durch Tupel
der Form (a,b) mit a,b € {—h,...,+h}. Das Tupel (+5, —3) beschreibt zum
Beispiel den Uberhang (i) [z] (). Somit gibt es nur (2h + 1)? paarweise ver-
schiedene Uberhinge. Dann gibt es aber in der hier betrachteten Ableitung
zwei verschiedene Dominos x und y mit gleichen Uberhingen. Sei 0.B.d.A.

r —2 y, dann gilt y = (Z)x (Z) mit 7, s € N und r # 0 oder s # 0.

Die dabei verwendeten Regeln angewendet auf das Axiom m bilden eine
Ableitung des Dominos [arbas]. Somit gilt w = a"ba® € L(+y). Das bildet jedoch

a"ba®

einen Widerspruch zu w ¢ L und L(v) = L. O

Mit etwas mehr Aufwand konnen wir das Ergebnis verbessern. Dabei wird
Teil 3 des nun folgenden Lemmas eine zentrale Rolle spielen.

Sei d € N, dann sind die Vergleichsoperatoren <, < auf N? definiert durch

r<y <= z[l] <y[l]und ... und z[d] < y[d],
r<y <= x<yundzx#y.

Lemma 4.11 ([Dic13], [High2]). Sei d € N, dann gilt fiir (N¢, <):

(1) Fiird > 2 und v € N? mit o # (0,...,0) gibt es unendlich viele mit x
unvergleichbare' Elemente aus N°.

(2) Fiird > 2 gibt es beliebig grofse endliche Mengen paarweise unvergleich-
barer Elemente aus N,

(3) Es gibt keine unendliche Menge paarweise unvergleichbarer Elemente
aus N?.

1Zwei Elemente = und y sind beziiglich der Vergleichsoperation < unvergleichbar, falls weder x < y noch
y < z gilt.
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Beweis. Aussage (1) und (2) sind allgemein bekannt. Aussage (3) wurde erst-
malig in [Dic13] bewiesen und in [High2] verallgemeinert. Wir geben dennoch
einen Beweis aller drei Aussagen an, da es sich um das Kernstiick von Satz
4.12 handelt.>

(1)

Sei d > 2 und x € N? mit 2 # (0,...,0), dann gibt esein i € {1,...,d}
mit z[i] > 0 und ein k € {1,...,d} mit i # k.

Offensichtlich ist dann M, := {y € N*: y[i] < z[i], y[k] > z[k]} eine un-
endliche Menge von mit = unvergleichbaren Elementen aus N¢.

Sein € N, d > 2 und M, = {(a,b,O,...,O) GNd:a—l—b:n}, dann
ist M, eine Menge paarweise unvergleichbarer Elemente aus N? mit
|M,| =n+ 1.

Angenommen es giabe zwei Elemente x,y € M,, mit x < y. Dann gélten
zli) = yli] = 0 fir 3 <4 < d, z[1] < y[1], #[2] < y[2] und z[1] # y[1]
oder z[2] # y[2]. Somit galte aber x[1] + z[2] < y[1] + y[2]. Das bildet
jedoch einen Widerspruch zur Definition von M,,.

Es gibt genau n + 1 verschiedene Elemente in M,,, da z[1] beliebig aus
der Menge {0,...,n} gewdhlt werden kann, z[2] sich entsprechend der
Formel x[2] := n — z[1] errechnet und z[i] = 0 fiir alle 3 <7 < d gilt.

Wir zeigen induktiv iiber die Dimension d, dass jede Menge paarweise
unvergleichbarer Elemente aus N? endlich ist.

Induktionsanfang

Sei d = 0, dann gilt N = {¢}. Somit ist jede Teilmenge von N¢
hochstens einelementig und somit endlich.

(Sei d = 1, dann gilt N? = N. Da zwei verschiedene natiirliche
Zahlen stets vergleichbar sind, ist jede Menge paarweise unver-
gleichbarer Elemente hochstens einelementig und somit endlich.)

Induktionsvoraussetzung

Es sei d > 0. Die Behauptung gelte fiir die Dimensionen < d — 1.
Induktionsbehauptung

Die Behauptung gilt auch fiir die Dimensionen d.

Induktionsschritt

2Dieses Lemma wurde von mir im Rahmen der Diplomarbeit [Wei04] formuliert und der zugehérige Beweis
selbstandig entwickelt. Erst im Nachgang stellte sich heraus, dass ich nicht der Erste war. Der hier angegebene
Beweis ist meine Variante, Abweichungen zum Original sind demnach moglich und sogar sehr wahrscheinlich.
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Die leere Menge ist endlich. Sei M eine nichtleere Menge paarweise
unvergleichbarer Elemente aus N¢. Da M nicht leer ist, gibt es ein
x e M.

SeiT (i, k) :=={y € M :y[i] =k} miti € {1,...,d} und k € {0, ..., z[i]}
und sei T = J;, T'(i, k). Offensichtlich gilt 7" C M. Sei y € M,
dann gibt es ein ¢ mit y[i] < x[i], da ansonsten x < y gelten wiirde,
was wegen der paarweisen Unvergleichbarkeit der Elemente aus M

nicht sein kann. Somit gilt aber y € T'(i,y[i]) C T. Daraus folgt
nun M =1T.

Es gilt y[i] = k fiir alle Elemente y der Menge T'(i, k). Somit befin-
den sich alle diese Elemente in einem Raum der Dimension N~
(die Komponente i wegprojizieren). Auflerdem sind die Elemente
wegen T'(i, k) C T = M paarweise unvergleichbar. Nach Indukti-
onsvoraussetzung ist 7(i, k) endlich.

Die Menge T' ist eine endliche Vereinigung endlicher Mengen, da
es nur endlich viele Mengen T'(i, k) gibt und jede dieser Mengen
endlich ist. Dann ist aber T und somit auch M endlich.

Satz 4.12. REG ¢ SSL(n).

Beweis. Wir betrachten dazu wieder die Sprache L := {a}* U {b} aus dem
Beweis von Lemma 4.10.

Angenommen es gilte L € SSL(n). Dann gibe es ein einfaches Stickersystem
v=(V,A,D)mit L(v) = L.

Analog zu Lemma 4.10 kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass die Regeln nur
aus a’s bestehen und m das einzige nicht nur aus a’s bestehende Axiom ist.
Dadurch sind auch hier stets alle Regeln anwendbar und das erzeugte Domino
ist unabhangig von der Reihenfolge der Regelanwendungen.

Sei A ={ay,...,a,}, D = {dy,....,dy} und v; := (V,{a;}, D) mit 1 < i < n,
dann gilt L(y) = UJ; L(7:). Da es sich hierbei um eine endliche Vereinigung
handelt und |L(7y)| = oo gilt, gibt es ein v mit |L(7)| = oc.

Sei P die Menge aller vollstandigen Ableitungen von 4 mit zuerst nur Anwen-
dungen der Regel d;, dann Regel ds, dann . . .. Eine solche Ableitung lasst sich
eineindeutig beschreiben durch ein Tupel (cy,...,¢,) € N [Pl Dabei gibt ¢; die
Anzahl der Anwendungen der Regel d; an. Somit gelte 0.B.d.A. P C NIPI. Mit
mol(x) bezeichnen wir das durch die Ableitung x aus dem Axiom ay, erzeugte
vollstandige Domino. Sind x und y zwei Ableitungen aus P mit x < y, so
lasst sich mol(y) aus mol(z) ableiten.
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Fiir jedes vollstandige Domino = € L(;) gibt es eine entsprechende Ableitung
in P. Wegen |L(yx)| = oo gilt |P| = co. Geméaf Lemma 4.11 gibt es keine
unendliche Menge paarweise unvergleichbarer Elemente aus NIPI.3 Somit gibt

a

es zwei vergleichbare Elemente x,y € P mit x < y. Es gilt mol(y) = (a) :

mol(x) - (Z) mit 7,5 € N, 7 # 0 oder s # 0 und mol(z) —7,_mol(y).

Die dabei verwendeten Regeln angewendet auf das Axiom [Z] bilden in v eine
Ableitung des Dominos [“Tbas]. Somit gilt w = a"ba® € L(+y). Das bildet jedoch

a"ba®

einen Widerspruch zu w ¢ L und L(v) = L. O

Anmerkung 4.13. In [PRS98, Theorem 4.7] wurde ein Beweis fir Ly, €
REG \ ¢SOSL(n) mit Ly := {ba™b : n € N} angegeben. Analog zu Satz 4.12
lasst sich dieses Ergebnis zu Lygy & SSL(n) verbessern. Im Gegensatz zu Satz
4.12 gibt es nun auch b’s enthaltende Regeln. Die (mazximal vier) Anwendun-
gen dieser Regeln pro vollstindiger Ableitung lassen sich aber problemlos an
das Ableitungsende verlagern und wegen |D| < oo analog zur Einschrinkung
auf ein Aziom aus der Betrachtung ausblenden.

Folgerung 4.14. Die Sprachfamilien SSL(x), SOSL(x) und SRSL(z) mit x €
{cb, b, cn,n} sind nicht abgeschlossen unter der Vereinigung, nicht abgeschlos-
sen unter der Komplementbildung, nicht abgeschlossen unter dem Schnitt
mit requldren Chomskysprachen und nicht abgeschlossen unter Konkatenation
(mit einem einzelnen Buchstaben).

Beweis. Es seien Ly := {a}* U {b}, L; := {ba"b : n € N}, Ly := {a,b}",
Ls:={a}*, Ly :={b}, Ly :={u-b-v:uve{ab} |u-v| >1}, Lg:= {ba" :
n < N}, L7 := L3 U Ly, Lg := Lgo, Ly == Lo N Ly und Lyg := Lg - Ly.
Die genannten Sprachfamilien enthalten offensichtlich die Sprachen Lo, L3,
Ly, Ls und Lg. (Der Beweis von L; € ¢SRSL(b) erfolgt durch Konstruktion
eines entsprechenden klassischen, einfachen, reguléren, iiberhangbeschrankten
Stickersystems. Diese Konstruktion ist dhnlich der Konstruktion im Beweis
von Folgerung 4.15.) Wegen Satz 4.12 enthalten die genannten Sprachfamilien
nicht Ly = Ly = Lg = Lg und wegen Anmerkung 4.13 auch nicht L; =
LlO- U

Folgerung 4.15. Die Sprachfamilien SSL(x) und SOSL(x) mitx € {cb,b, cn,n}
sind nicht abgeschlossen unter dem Schnitt.

Beweis. Es seien Ly, := {ba"ba®™ : n,m € N} und Ly := {ba"b : n € N}.
Es sei v = (V, A, D) das klassiche, einfache, regulare, tiberhangbeschriankte

3Analog zu (NIPl <) ist auch fiir (D*, <) bekannt, dass es keine unendlichen Mengen paarweise unver-
gleichbarer Elemente gibt. (Es sei « < y, falls x aus y durch Loschen von Buchstaben an beliebigen Stellen
hervorgeht.) Somit héitten wir 0.B.d.A. auch P C D* annehmen konnen.
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Stickersystem mit

- EEOEO
o O OO )OO

Dann ist Ly, = L(7y). Somit enthalten die genannten Sprachfamilien die
Sprache Lp.;,. Die genannten Sprachfamilien sind offensichtlich abgeschlos-
sen unter der Umkehrung (einfach alle Axiome und Regeln spiegeln). Somit
enthalten sie auch L, . Aufgrund von Anmerkung 4.13 enthalten sie jedoch
nicht Lbab = Lbaba N Lixba' g

Lemma 4.16. ¢cSOSL(b) € SRSL(n).

Beweis. Offensichtlich gilt Ly, := {a"b: n € N} € ¢SOSL(b).

Angenommen es gélte L, € SRSL(n). Dann gébe es ein einfaches reguléres
Stickersystem v mit L(v) = Lg. Analog zu Ly, ¢ SSL(n) aus Anmerkung
4.13 lasst sich zeigen, dass das Domino [23] bzw. das Wort w = ba® fiir ein
gewisses s > 1 ableitbar ware. Widerspruch. O

Folgerung 4.17. Die Sprachfamilien SRSL(n), ¢cSRSL(n), SRSL(b) und c¢SRSL(b)
sind nicht abgeschlossen unter der Umkehrung.

Beweis. Offensichtlich gilt Ly, := {ba™ : n € N} € ¢SRSL(b). Gemafl Lemma
4.16 gilt jedoch L = L, & SRSL(n). O
Korollar 4.18. LIN Z OSL(n).

Beweis. Gemafl Lemma 3.7, Beobachtung 2.7 und Satz 5.4 gelten LIN ¢
OHL, 2 OHLy O OSL(n). O
Korollar 4.19. CF < ASL(n).

Beweis. Gemafl Lemma 3.8, Beobachtung 2.7 und Satz 5.1 gelten CF ¢

Folgerung 4.20. Die Stickersprachfamilien ¢SSL(b), SSL(b), ¢SSL(n), SSL(n),
cASL(b), ASL(b), cASL(n) und ASL(n) sind nicht abgeschlossen unter der
Konkatenation.

Beweis. Aufgrund von Lemma 4.7 und Korollar 4.19 enthalten die genannten

Stickersprachfamilien S := {w €{a,b}* 1w = wR} aber nicht Sy := S51-5] =
{v-we{ab}v=0w=wh} O
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REG LIN CF CS

ASL(n)| D > ¢Z,2 C

cASL(n)| D > ¢, 2 C
ASL(b) | D = C C

cASL(b) | D = C C
SSL(n) | £,2 €.2 €. C

¢SSL(n) | £, 2 €.2 .2 C
SSL(b) | £,2 C C C

cSSL(b) | €, 2 C C C
OSL(n)| > €2 €2 C

cOSL(n) | = C C C
OSL(b) | = C C C

cOSL(b) | = C C C
RSL(n)| > €2 €,2 C

cRSL(n) | = C C C
RSL(b) | = C C C

cRSL(b) | = C C C
SOSL(n) | £, 2 €.2 £, 2 C
cSOSL(n) | C C C C
SOSL(b) | C C C C
cSOSL(b) | C C C C
SRSL(n) | £, 2 £, 2 €.2 C
cSRSL(n) | C C C C
SRSL(b) | C C C C
¢SRSL(b) | C C C C

Tabelle 4.1: Beziehungen zwischen Stickersprachfamilien und Chomskysprach-
familien
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cASL(b) ASL(b) cASL(n) ASL(n)
cASL(n) C
ASL(b) C C
cASL(b) = C C
SSL(n)| Z.2 .2 7 C
cSSL(n) | &,2 ) C C
SSL(b) C C C C
cSSL(b) C C C C
OSL(n)| €.2 €., 7 C
cOSL(n) C C C C
OSL(b) C C C C
cOSL(b) C C C C
RSL(n)| €.2 €2 7 C
cRSL(n) C C C C
RSL(b) C C C C
cRSL(b) C C C C
SOSL(n)| €.2 .2 7 C
cSOSL(n) C C C C
SOSL(b) C C C C
cSOSL(b) C C C C
SRSL(n)| €.2 €.2 7 C
cSRSL(n) C C C C
SRSL(b) C C C C
cSRSL(b) C C C C

Tabelle 4.2: Beziehungen der Stickersprachfamilien untereinander
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Tabelle 4.3: Beziechungen der Stickersprachfamilien untereinander
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cOSL(b) OSL(b) cOSL(n) OSL(n)
cOSL(n) C
OSL(b) = C
cOSL(b) = = C
RSL(n) D D » C
cRSL(n) = = = C
RSL(b) = = = C
cRSL(b) = = = C
SOSL(n)| .2 €.2 £, C
cSOSL(n) C C C C
SOSL(b) C C C C
cSOSL(b) C C C C
SRSL(n)| €.2 €.2  &.2 C
cSRSL(n) C C C C
SRSL(b) C C C C
cSRSL(b) C C C C
cRSL(b) RSL(b) cRSL(n) RSL(n)

cRSL(n) C
RSL(b) = C
cRSL(b) = = C
SOSL(n)| .2 €.2 £, C
cSOSL(n) C C C C
SOSL(b) C C C C
cSOSL(b) C C C C
SRSL(n)| €.2 €.2 &.2 C
cSRSL(n) C C C C
SRSL(b) C C C C
cSRSL(b) C C C C

Tabelle 4.4: Beziehungen der Stickersprachfamilien untereinander
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cSOSL(b) SOSL(b) ¢SOSL(n) SOSL(n)
cSOSL(n) C
SOSL(b) ) C
cSOSL(b) C = C
SRSL(n)| .2 .2 &2 c
c¢SRSL(n) C C C C
SRSL(b) 2 C 2 C
cSRSL(b) C C C C
cSRSL(b) SRSL(b) c¢SRSL(n) SRSL(n)
c¢SRSL(n) C
SRSL(b) D C
cSRSL(b) C = C

Tabelle 4.5: Beziehungen der Stickersprachfamilien untereinander
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Tabelle 4.6: Abschlusseigenschaften der Stickersprachfamilien



Kapitel 5

Stickersysteme und
Mehrkopfautomaten

Wiéhrend wir im vorangehenden Kapitel die Beziehungen der Stickersprachfa-
milien untereinander und mit den Chomskysprachfamilien analysiert haben,
wollen wir nun einen komplett anderen Weg gehen und die Untersuchung des
Zusammenhangs zwischen Stickersystemen und Mehrkopfautomaten in den
Vordergrund stellen. Dabei werden wir unter anderem untersuchen, ob und
an welcher Stelle sich die einzelnen Stickersprachfamilien in die Hierarchie der
einfachen Mehrkopfsprachfamilien (SHL; C SHL, C ...) einordnen lassen.

Tabelle 5.1 auf Seite 55 gibt einen Uberblick iiber die zwischen den Sticker-
sprachfamilien und den einfachen Mehrkopfsprachfamilien geltenden Bezie-
hungen auf der Grundlage von Abschnitt 2.1, 2.3 und 5.x. Vermutlich gelten
zusitzlich die Beziehungen cASL(n) € SHL,, ¢SSL(n) € AHLs, RSL(n) <
SHLy und SOSL(n) € SHL,. Dadurch kénnte in der Ubersicht jedes Vorkom-
men von A durch &, 2 ersetzt werden. Ein Beweis dieser Vermutung steht
jedoch noch aus.

5.1 Obere Schranken

Wir kommen nun zum zweiten Hauptteil der vorliegenden Arbeit. In die-

sem Abschnitt zeigen bzw. folgern wir die Inklusionen ASL(n) C OHL; s,

SSL(n) € SOHLy 5, OSL(n) C OHL,, SRSL(n) C SOHL,, ASL(b) C SOHL; ;
und OSL(b) € SOHL; und liefern damit die Grundlage zur Einordnung der

Stickersprachfamilien in die Hierarchien der Mehrkopfsprachfamilien, wobei

wir uns in Tabelle 5.1 exemplarisch auf die Hierarchie der einfachen Mehr-

kopfsprachfamilien beschranken.
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Gemafl Anmerkung 4.3 gilt ASL(n) C CS. Diese Aussage kann zu ASL(n) C
OHL, 5 verbessert werden, da Stickersysteme starken Einschrankungen un-
terliegen:

(1) Bereits erzeugte Basen kénnen nicht wieder iiberschrieben oder geldscht
werden.

(2) Bereits erzeugte Basen kénnen hochstens einmal zu einem spéteren Zeit-
punkt (durch Schreiben des zweiten Stranges) , gelesen werden.

(3) Die Erzeugungs- und Leserichtung ist streng vorgegebene und stark ein-
schrankend (von innen nach auflen).

Beweis. In [PRS98, Chapter 5] wurde das Konzept der Watson-Crick-Automaten
vorgestellt. Durch geeignete Erweiterung dieses Konzeptes konnen wir Sticker-
systeme als spezielle erweiterte Watson-Crick-Automaten betrachten. Gemaf
[PRS98, Lemma 5.8] sind Watson-Crick-Automaten dquivalent zu (0.2)-Einweg-
mehrkopfautomaten. Durch Verallgemeinerung von [PRS98, Lemma 5.8] auf
erweiterte Watson-Crick-Automaten und Einschrinkung auf Stickersysteme
erhalten wir den folgenden Beweis.

Sei v = (V, A, D) ein Stickersystem, dann arbeitet der (2.2)-Einwegmehrkopf-
automat A = (V, Z, s, F,T) wie folgt:

Initialisierung

Alle vier Kopfe befinden sich an der absoluten Position 1. Es wird in die
Akzeptierungshase gewechselt, falls alle vier Kopfe das Symbol € lesen
und ¢ € L() gilt. Ansonsten wird eine beliebige Position p geraten, die
beiden Kopfe top-left (1) und bottom-left (2) an der Position p positio-
niert, die beiden Kopfe top-right (3) und bottom-right (4) an der Position
p + 1 positioniert und in die Phase der Axiomauswahl gewechselt.

Axiomauswahl

Es wird ein beliebiges Axiom xixox3 € A ausgewéhlt und in der Form
(z122(5), 23) gemerkt. AnschlieBend wird in die Phase des Regel- und
Axiomtests gewechselt.

Regelauswahl
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5.1. OBERE SCHRANKEN

Es wird eine beliebige Regel (x,y) € D ausgewédhlt und gemerkt. An-
schlieend wird in die Phase des Regel- und Axiomtests gewechselt.

Regel- und Axiomtest

Die gemerkte Regel oder das gemerkte Axiom sei (x,y). Es wird zuerst
das Domino y € W(V') betrachtet:

(1) Gilt y = (%) € S(V), so bewegt sich Kopf top-right um |u| Schritte
nach rechts und stellt sicher, dass dabei das Wort u gelesen wird.
Analog bewegt sich Kopf bottom-right um |v| Schritte nach rechts
und stellt sicher, dass dabei das Wort v gelesen wird. Die relative
Position der beiden Kopfe zueinander ist irrelevant.

(2) Gilt y = y1y0y3 € LR(V), dann wird zuerst y;, dann y, und da-
nach y3 betrachtet. Fiir y; und y3 wird analog zu (1) verfahren. Sei
Yy = m, so bewegen sich Kopf top-right und bottom-right um |u|
Schritte nach rechts und stellen sicher, dass dabei das Wort u gele-
sen wird. Aulerdem wird sichergestellt, dass beide Kopfe wahrend
des Tests von 19 direkt iibereinander stehen.

Symmetrisch zu y wird nun das Domino x betrachtet, Kopf top-left
und bottom-left werden also auf der Grundlage von x nach links be-
wegt. Anschliefend wird in die Akzeptierungs- oder Regelauswahlphase
gewechselt.

Akzeptierung
Die Eingabe wird akzeptiert, falls alle vier Képfe das Symbol ¢ lesen.

Essei C(y) :={(z,y,2) :x € S(V),y € LR(V),z€ S(V),z-y-2z€ WK(V)}
die Menge der Konfigurationen von . Essei A := C(y)N(S(V) x C*(y) x S(V))
und B := C*(A) N (V* x {¢} x N*) mit ¢ als Austrittspunkt aus der Phase
des Regel- und Axiomtests. Dann sei A : C'(y) — C(A) eine Funktion, die aus
einer Konfiguration des Stickersystems ~ eine Konfiguration des Automaten
A berechnet mit

A ((x,y,z)) = (xt ' yt ’ ZtaQa (‘xt‘7 ‘xb|7 |xt ' yt‘ + 17 |xb ' yb‘ + 1)) .

Man beweist nun mittels Induktion tiber die Anzahl der Regelanwendungen
die Beziehung A\(A) = B und zeigt damit, dass jede Ableitung des Sticker-
systems 7 durch den Automaten A simuliert werden kann und andererseits
jeder Lauf des Automaten A die Simulation einer Ableitung des Stickersy-
stems v darstellt. Unter Einbeziehung der Akzeptierungsbedingung und der
Behandlung des Falles ¢ € L(7) folgt daraus L(A) = L(v). O
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Anmerkung 5.2. Vermutlich kénnen (2.2)-Einwegmehrkopfautomaten etwas
mehr als Stickersysteme, da die Regelanwendbarkeit durch die Zustinde bes-
ser gesteuert werden kann. Dennoch ist zwischen Stickersystemen und (2.2)-
Einwegmehrkopfautomaten eine starke Aquivalenz erkennbar.

Gerade haben wir gezeigt, dass alle Stickersprachen wegen Satz 5.1 und Satz
2.11 durch einfache 5-Mehrkopfautomaten akzeptiert werden koénnen. Wir
wollen nun untersuchen, ob und wie stark die Anzahl der Koépfe durch Ein-
schrankung der Stickersysteme reduziert werden kann.

Folgerung 5.3. SSL(n) C SOHL;, ».

Beweis. Satz 5.1 liefert einen Beweis der Inklusion ASL(n) C OHL, 5. Durch
Einschrénkung auf einfache Stickersprachen entfallt die Notwendigkeit zur
relativen Kopfpositionserkennung, so dass es sich dann bei dem dort ange-
gebenen (2.2)-Einwegmehrkopfautomaten um einen einfachen (2.2)-Einweg-
mehrkopfautomaten handelt. Somit gilt SSL(n) C SOHLy ». O

Satz 5.4. OSL(n) C OHL,.

Beweis. Sei v = (V, A, D) ein einseitiges Stickersystem, dann arbeitet der
(0.2)-Einwegmehrkopfautomat A = (V, Z, s, F, T') wie folgt:

Wegen OSL(n) C ASL(n) gibt es geméfl Satz 5.1 fiir jedes einseitige Sticker-
system einen dquivalenten (2.2)-Einwegmehrkopfautomaten. Da die Regeln
einseitig sind und somit der Aufbau der linken und rechten Seite unabhan-
gig voneinander erfolgt, ist es keine Einschrankung diese (2.2)-Einwegmehr-
kopfautomaten so abzuadndern, dass nach der Wahl des Axioms zuerst nur
linksseitigen und danach nur rechtseitigen Regeln zum Einsatz kommen. In
der Phase der linksseitigen Regelanwendungen bewegen sich die Képfe top-
left und bottom-left vom Axiom zum linken Rand. Die Kopfe top-right und
bottom-right bewegen sich dagegen nicht, werden also in dieser Phase nicht
benotigt. Analog bewegen sich in der Phase der rechtsseitigen Regelanwen-
dungen die Kopfe top-right und bottom-right vom Axiom zum rechten Rand.
Die Kopfe top-left und bottom-left bewegen sich dagegen nicht, werden also in
dieser Phase nicht benoétigt. Es ist offensichtlich moglich, den Simulationspro-
zess der Phase der linksseitigen Regelanwendungen inklusive der Axiomphase
so abzuindern, dass sich die Kopfe nicht von innen nach links auflen, son-
dern von links auflen nach innen bewegen, wobei die Regeln dann natiirlich in
der umgekehrten Reihenfolge ausgewéhlt werden miissen. (Siehe auch Lemma
3.5) Erst im Anschluss an die Phase der linksseitigen Regelanwendungen wird
das Axiom ausgewahlt und tiberpriift. Danach beginnt die Phase der recht-
seitigen Regelanwendungen. Offensichtlich konnen nun die Képfe top-left und
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bottom-left die Aufgaben von top-right und bottom-right iibernehmen, so dass
eine Reduktion auf 2 Képfe moglich ist.

Initialisierung

Beide Kopfe befinden sich an der absoluten Position 1. Es wird in die
Akzeptierungsphase gewechselt, falls beide Kopfe das Symbol e lesen
und € € L(vy) gilt. Ansonsten wird in die Phase der linksseitigen Regel-
auswahl oder die Phase der Axiomauswahl gewechselt.

Linksseitige Regelauswahl

Es wird eine beliebige linksseitige Regel (z,¢) € D ausgewéhlt und
gemerkt. Anschliefend wird in die Phase des Regel- und Axiomtests
gewechselt.

Rechtsseitige Regelauswahl

Es wird eine beliebige rechtsseitige Regel (¢,2) € D ausgewahlt und
gemerkt. Anschliefend wird in die Phase des Regel- und Axiomtests
gewechselt.

Axiomauswahl

Es wird ein beliebiges Axiom x € A ausgewéhlt und in der Form (e, x)
gemerkt. Anschliefend wird in die Phase des Regel- und Axiomtests
gewechselt.

Regel- und Axiomtest

Die gemerkte Regel oder das gemerkte Axiom sei (x,¢) oder (g, x) mit
xeW(V):

(1) Gilt z = (¥) € S(V), so bewegt sich Kopf top um |u| Schritte nach
rechts und stellt sicher, dass dabei das Wort u gelesen wird. Analog
bewegt sich Kopf bottom um |v| Schritte nach rechts und stellt
sicher, dass dabei das Wort v gelesen wird. Die relative Position
der beiden Koépfe zueinander ist irrelevant.

(2) Gilt * = x1x903 € LR(V), dann wird zuerst x;, dann x5 und
danach x3 betrachtet. Fiir x; und x3 wird analog zu (1) verfahren.
Sei 19 = m, so bewegen sich Kopf top und bottom um |u| Schritte
nach rechts und stellen sicher, dass dabei das Wort u gelesen wird.
AuBlerdem wird sichergestellt, dass beide Kopfe wihrend des Tests

von reo direkt tibereinander stehen.
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Anschliefend wird in die linksseitige Regelauswahl-, Axiomauswahl-,
rechtseitige Regelauswahl- oder Akzeptierungsphase gewechselt. Ein Wech-
sel in die Phase der linksseitigen Regelauswahl oder die Phase der Axiom-
auswahl ist allerdings nur zulassig, wenn die gemerkte Regel eine links-
seitige Regel war. Analog darf nur in die Phase der rechtseitigen Re-
gelauswahl oder die Akzeptierungsphase gewechselt werden, wenn die
gemerkte Regel eine rechtsseitige Regel oder ein Axiom war.

Akzeptierung
Die Eingabe wird akzeptiert, falls beide Kopfe das Symbol € lesen.

Ahnlich zu Satz 5.1 kann nun die Beziehung L(v) = L(.A) und somit OSL(n) C
OHL, gezeigt werden. O
Folgerung 5.5. SRSL(n) C SOHL,.

Beweis. Satz 5.4 liefert einen Beweis der Inklusion OSL(n) C OHL,. Durch
die Einschrankung auf einfache, einseitige Stickersprachen wird die relati-
ve Kopfpositionserkennung ausschliellich fiir den Axiomtest benétigt. Durch
Einschrankung auf einfache, rechtseitige Stickersysteme entféllt die Notwen-
digkeit zur relativen Kopfpositionserkennung komplett, da Axiomauswahl und
-test direkt nach der Initialisierung durchgefiithrt werden. Somit gilt SRSL(n) C

Lemma 5.6. ASL(b) C SOHL; ;.

Beweis. Esseiy = (V, A, D) ein iiberhangbeschranktes Stickersystem mit der
Uberhangslangenbeschrinkung d € N. Wegen L(v) € ASL(b) C ASL(n) gibt
es geméf Satz 5.1 einen (2.2)-Einwegmehrkopfautomaten A mit L(A) = L(7).

Wir konstruieren nun aus dem (2.2)-Einwegmehrkopfautomaten A = (X, Z, s, F, T
einen einfachen 2-Mehrkopfautomaten B = (X, Z/, s, F', T") wie folgt:

Wir wandeln analog zu Satz 2.11 alle vier Kopfe in virtuelle Kopfe um und
erzeugen zwei neue reale Kopfe left und right. Es gibt auch hier vier Zahler,
wobei Zahler 1,2 die relativen Kopfpositionen der virtuellen Kopfe top-left,
bottom-left zu dem realen Kopf left und Zahler 3,4 die relativen Kopfposi-
tionen der virtuellen Kopfe top-right, bottom-right zu dem realen Kopf right
angeben. Wir beschrénken die Zahler durch die Konstante d (—d. ..+ d) und
realisieren diese im Gegensatz zu Satz 2.11 komplett durch die Zustédnde. Da
~v durch d iiberhangbeschrankt ist, kann 0.B.d.A. angenommen werden, dass
die Kopfe top-left und bottom-left sowie top-right und bottom-right hochstens
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den Abstand d zueinander haben. Somit ist es moglich die beiden realen Kop-
fe so zu steuern, dass niemals ein Uber- oder Unterlauf der Zahler stattfindet
und es trotzdem zu keiner Beeintriachtigung der Simulation gemafl Satz 2.11
kommt.

Offensichtlich ist B ein einfacher 2-Einwegmehrkopfautomat. Aufgrund von
Satz 2.11 und Satz 5.1 gilt L(B) = L(vy). Mit geringfiigigen Optimierungen
lasst sich der einfache 2-Mehrkopfautomat in einen einfachen (1.1)-Einweg-
mehrkopfautomaten transformieren. O

Es existiert noch ein Alternativbeweis.

Beweis. Geméafl Lemma 4.2 und Lemma 3.5 gelten die Inklusionen ASL(b) C
LIN C SOHL, ;. ]

Lemma 5.7. OSL(b) C SOHL;.

Beweis. Betrachten wir nun die gemafl Satz 5.1 konstruierten Mehrkopfau-
tomaten. Wegen OSL(b) C OSL(n) ware eine Verschmelzung der Kopfe top-
left, top-right zu top und bottom-left, bottom-right zu bottom moglich. Wegen
OSL(b) C ASL(b) ware auch eine Verschmelzung der Kopfe top-left, bottom-
left zu left bzw. top-right, bottom-right zu right machbar. Die Kombination
beider Ideen fiithrt zu einer Verschmelzung aller vier Kopfe zu einem Kopf.
Somit gilt OSL(b) C SOHL;. O

Analog zu Lemma 5.6 existiert auch hier ein Alternativbeweis.

Beweis. Geméafl Lemma 4.1 und Lemma 3.4 gelten die Inklusionen OSL(b) C
REG C SOHL;. O

5.2 Untere Schranken

Korollar 5.8. AHL; C ¢cRSL(b).

Beweis. Gemafl Lemma 3.1 und Lemma 4.5 gelten die Inklusionen AHL; C
REG C c¢RSL(D).

O

Korollar 5.9. OHL; ; C cASL(b).

Bewetis. Gemafl Lemma 3.2 und Lemma 4.6 gelten die Inklusionen OHL; ; C
LIN C cASL(b).

O
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5.3 Optimalitat der oberen Schranken

Korollar 5.10. ¢SSL(b) € AHL;.

Beweis. Gemaf Lemma 4.7 und Lemma 3.1 gelten die Beziehungen ¢SSL(b) €
REG O AHL;. O

Korollar 5.11. ¢SSL(n) € OHL; ;.

Beweis. Gemafl Lemma 4.8, Beobachtung 2.4 und Lemma 3.2 gelten die Be-
ziehungen ¢SSL(n) € CF 2O LIN O OHL; ;. O

Korollar 5.12. SRSL(n) € OHL; ;.
Beweis. Gemafl Lemma 4.9, Beobachtung 2.4 und Lemma 3.2 gelten die Be-
ziehungen SRSL(n) € CF 2 LIN D OHL; ;. O

5.4 Optimalitat der unteren Schranken

Korollar 5.13. SOHL; € SSL(n).

Beweis. Geméaf Lemma 3.4 und Satz 4.12 gelten SOHL; O REG ¢ SSL(n).
(|

Korollar 5.14. SOHL; ; € OSL(n).

Beweis. Geméafl Lemma 3.5 und Korollar 4.18 gelten SOHL; ; 2 LIN ¢
OSL(n). O

Korollar 5.15. SHL, ¢ ASL(n).

Beweis. Gemafl Lemma 3.9, Beobachtung 2.7 und Satz 5.1 gelten SHL, ¢
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Tabelle 5.1: Beziehungen zwischen Stickersprachfamilien und Mehrkopf-
sprachfamilien
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Kapitel 6
Ausleitung

In dieser Arbeit haben wir eine optimierte (vgl. Definition der Verklebung in
Abschnitt 2.1 und [PRS98, Chapter 4]) und geringfiigig erweiterte Definition
des Konzeptes der Stickersysteme angegeben und die aus [PRS98| bekannten
Resultate iiber Stickersysteme auf unsere Definition tibertragen. Auflerdem
haben wir den Zusammenhang zwischen Stickersystemen und Mehrkopfauto-
maten bzw. Mehrkopfautomaten und Chomskygrammatiken untersucht und
dadurch alle in [PRS98] nicht beantworteten Fragen zu den Beziehungen zwi-
schen den Stickersprachfamilien und den Chomskysprachfamilien beantwor-
tet. Dariiber hinaus haben wir viele offene Fragen zu den Beziehungen der
Stickersprachfamilien untereinander (inklusive den Abgeschlossenheitseigen-
schaften) und zu den Beziehungen zwischen den Stickersprachfamilien und
den Mehrkopfsprachfamilien beantwortet.

Wie wir sehen, sind aber noch einige Beziehungen offen, so dass hier noch
Forschungsbedarf besteht. Auch die Untersuchungen zu den Abgeschlossen-
heitseigenschaften sind unvollstandig, so dass hier ebenfalls noch Potential
fiir interessante Beweise verborgen sein konnte. Und natiirlich konnen die
Untersuchungen auf hier nicht berticksichtigte Stickersprachfamilien ausge-
dehnt werden.! Der einfachste Weg, neue Stickersprachfamilien zu erhalten,
ist die Vereinigung oder der Schnitt bereits definierter Stickersprachfamili-
en. Am Ende dieser Arbeit wollen wir noch einen kleinen Beweis zu diesem
Thema fiihren.

Lemma 6.1. SSL(z) U OSL(z) C ASL(z). (x € {cb,b, cn,n})
Beweis. Sei Ly := {a}* U {b}, Ly := {w € {¢,d}* :w=w"} und Ly := L; U

Lo, dann gilt Ly ¢ SSL(z) und Ly € OSL(z). Aulerdem gilt Ly € SSL(z)
und Ly ¢ OSL(z). Man kann sich nun leicht tiberzeugen, dass somit L3 &

Siehe dazu [KPG98] bzw. [PRS98] fiir z.B. primitive, balancierte, kohiirente oder faire Stickersysteme.
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SSL(z) U OSL(zx) gilt. Im Gegensatz dazu gilt aber Ly € LIN C cASL(b) C
ASL(z). O
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Anmerkung des Autors

Die Entstehung von Stickersystemen war nicht theoretisch sondern haupt-
sachlich biologisch motiviert (DNA-Strange — Dominos; Annealing, Ligation
— Verklebung). Aus diesem Grund ist eine besonders kritische Hinterfragung
des Nutzens dieses Konzeptes fiir die Sprach-, Berechenbarkeits- und Kom-
plexitatstheorie angebracht.

Adleman’s Experiment (siche [Adl194]) zeigt, dass sich bestimmte Unterklas-
sen der Stickersysteme sehr gut praktisch realisieren lassen, und dass durch
bestimmte Erweiterungen eine starke und fiir die theoretische Informatik in-
teressante Erhohung der Ausdrucksstéarke moglich ist. Die in dieser Arbeit
durchgefithrten Untersuchungen lassen jedoch fiir das hier bzw. in [PRS98|
definierte Konzept der Stickersysteme folgende Kritikpunkte erkennen:

(1) Bei den Sprachfamilien ASL(b), cASL(b), OSL(b), cOSL(b), cOSL(n),
RSL(b), cRSL(b) und c¢RSL(n) handelt es sich um alternative Charak-
terisierungen von LIN und REG. Der Nutzen dieser Alternativen gegen-
iiber den regularen und den linearen Chomskygrammatiken ist jedoch
fraglich.

(2) Alle nicht unter (1) genannten Stickersprachfamilien sind (vermutlich)
nicht abgeschlossen unter Vereinigung, Durchschnitt, Komplement, Kon-
katenation, Schnitt mit reguldren Chomskysprachen, ...

(3) Die Beziehungen SSL(n) € CF und REG € SSL(n) sind nur ein Beleg
dafiir, dass einige der Stickersprachenfamilien ziemlich ,,unausgewogen*
hinsichtlich ihrer Fahigkeiten sind.

(4) Es gilt ASL(n) C OHL, », C CS. Aulerdem besteht zwischen Stickersy-
stemen und (2.2)-Einwegmehrkopfautomaten eine starke Aquivalenz.

(5) Aufgrund von Lemma 2.2, ist die Bedeutung des Konzeptes der Kom-
plementaritit zur Erhéhung der Ausdrucksstérke eher gering.

Satz 5.1 zeigt, dass es sich bei Stickersystemen im Prinzip um spezielle 4-Mehr-
kopfautomaten handelt. Eine Ausdehnung der Untersuchungen zu Stickersy-
stemen auf das Konzept der Mehrkopfautomaten wiirde einige der genannten
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Kritikpunkte beseitigen. Da einfache und allgemeine? Mehrkopfautomaten in
der Vergangenheit bereits ausgiebig analysiert wurden und sich viele Beweise
fiir einfache Mehrkopfautomaten auf allgemeine Mehrkopfautomaten iibertra-
gen lassen, ist auch der Nutzen dieser Untersuchung kritisch zu prifen, zumal
einige der wichtigsten Untersuchungen bereits in Abschnitt 2.3 bzw. Kapitel
3 durchgefiihrt bzw. wiederholt wurden.

Fazit: Das Konzept der Stickersysteme ist interessant, war ein dankbares Di-
plomthema und hat auch einige schone Beweise hervorgebracht. Die Bedeu-
tung des Konzepts fiir die Theoretische Informatik ist jedoch gering, da die
Erkenntnisse kaum Nutzen auflerhalb der Theorie der Stickersysteme haben.
Ob Stickersysteme dennoch eine Daseinsberechtigung besitzen, z.B. im Rah-
men des DNA-Computing, wird die Zukunft zeigen. Nach aktuellem Stand
wird das Konzept der Stickersysteme jedoch zwangslaufig in der Bedeutungs-
losigkeit versinken und sehr schnell in Vergessenheit geraten. Moge dieses
Buch dazu beitragen, den unaufhaltsamen Prozess etwas zu verlangsamen. . .

2Siehe zum Beispiel [Har72] oder [YR78, Introduction].
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